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Resumen

Este articulo compara empirica y tedricamente
varias optimizaciones de estimacién de densidades
en el plano tangente, que es una técnica para ilumi-
nacién global. Esta técnica se basa en Photon Maps
y da mas exactitud si las superficies no son local-
mente suaves o continuas. La primera de las op-
timizaciones crea un conjunto de rayos candidatos
para cada célculo de irradiancia. La segunda es una
técnica nueva que se presenta en este articulo y que
usa indexacion espacial de los discos alrededor de
los puntos en que se calcula la irradiancia Se ha rea-
lizado un estudio analitico del orden de complejidad
de los algoritmos y uno préctico del tiempo de cdl-
culo para distintos valores de los pardmetros de los
algoritmos. Por tltimo, se dan reglas que permiten
elegir la optimizacién mds apropiada para cada ca-
so.

1. Introduccién

El rendimiento de la estimacién de densidades de-
pende de calcular rapido qué rayos contribuyen a
una zona de la escena. Las técnicas actuales usan
esquemas de particién del espacio para conseguir
velocidades interactivas. La mayoria de las técni-
cas indexan los rayos para calcular estimacién de
densidades en los puntos de la escena. Nuestra
aportacion, basada en estimacién de densidades en
el plano tangente, permite usar cualquier técnica de
particién espacial para indexar las zonas que afectan
a cada punto en el que se estima la densidad de ener-
gfa, obteniendo mejor rendimiento que las técnicas
existentes cuando las zonas son relativamente pe-
quenas.

En estimacién de densidades los rayos normal-
mente se incluyen en una indexacién espacial para
poder encontrar de forma rapida qué rayos afectan a
una posicién dada. La técnica Photon Maps[11] in-
dexa los impactos de los fotones usando un kd-tree.

La caché de esferas[13] crea una lista de esferas que
contienen rayos. Havran usa un kd-tree construido
bajo demanda para indexar los rayos[7].

En ray tracing la mayoria de las aplicaciones
crean un indice espacial para los objetos de la
escena(3, 6].

Nuestra aportacion consiste en aplicar una in-
dexacién espacial de los discos usados en Esti-
macién de densidades en el plano tangente.

Existen trabajos que aplican métodos analiticos
a algoritmos de iluminacién global. En [8] se usan
métodos estadisticos para estudiar diferentes técni-
cas de indexacion espacial para ray tracing y pre-
senta un marco que facilita la comparacién de las
diferentes técnicas. La medida de las lineas usada
en el estudio tedrico de este articulo se usé también
en [2].

El articulo se desglosa en las siguientes sec-
ciones: la seccidon 2 describe las técnicas de es-
timacién de densidades mds comunes, comenzan-
do con técnicas simples cuyas limitaciones se
resuelven con algoritmos mds elaborados. Final-
mente nuestros algoritmos se describen con de-
talle. Se presenta una nueva optimizacién para es-
timacién de densidades en el plano tangente basa-
da en indexacién de discos que consigue mejorar el
rendimiento cuando la distancia entre puntos en los
que se calcula la irradiancia es del orden de magni-
tud del nicleo de la funcién de estimacién de den-
sidades. Sin embargo, la mayor ventaja de la téc-
nica es que cualquier método de indexacion espa-
cial puede aplicarse trivialmente en este esquema.
La seccion 3 contiene una comparacién empirica de
la eficiencia en tiempo entre las distintas optimiza-
ciones de estimacion de densidades en el plano tan-
gente, usando una escena de prueba. La seccién 4
muestra un estudio de la eficiencia en tiempo de
los distintos algoritmos. Las probabilidades de in-
terseccion rayo-objeto se usan para calcular el va-
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lor esperado del tiempo de los distintos algoritmos,
y se deriva un orden de eficiencia en notacién O()
para cada algoritmo. Se asume una distribucién uni-
forme de los rayos. Finalmente se resumen las con-
clusiones mds importantes y el trabajo futuro.

2. Métodos de estimacion de densidades

Para obtener un valor de irradiancia en un punto,
hay que integrar la radiancia incidente para todas
las direcciones de entrada.

El método mas basico se describe en [4] y en [16]
donde se encuentran los impactos de los fotones en
los tridngulos y se calcula la densidad de energia
en el tridngulo. Los vértices tienen una irradiancia
que es el promedio de la de los tridngulos a los que
pertenecen, y se interpola linealmente en el tridngu-
lo.

Un método ttil para estimar la integral es el
método de estimacion de densidades, popularizado
por [23]. Tiene tres fases. La primera fase se basa en
el modelo de particulas de la luz, y simula fotones
desde las fuentes de luz. La segunda (estimacién de
densidades propiamente) estima la irradiancia. La
tercera fase simplifica la geometria tras el célculo
de iluminacién. Esta ultima fase a menudo se obvia
porque se considera fuera del ambito de estimacién
de densidades.

Jensen [12] diseii6 el conocido método de Photon
Maps. Consiste en encontrar los n fotones mds cer-
canos al punto donde se estima la irradiancia, sumar
su energia y dividir por el drea del circulo maximo
de la esfera que contiene los n fotones (n estd pre-
definido).

Algunos excelentes algoritmos para iluminacién
global en tiempo real, como [5] y [22], son ray-
tracers rapidos distribuidos que usan Photon Maps
para terminar la recursividad.

La limitacién mds conocida de Photon Maps es
que cuando se calcula la irradiancia en un punto, los
fotones cercanos deberian estar en el mismo plano y
en un drea circular alrededor del punto. [10] presen-
ta un algoritmo que resuelve esta limitacién usando
informacién geométrica en las cercanias del punto.

Otra limitacién menos conocida de Photon Maps
y [10] es que si hay superficies en la escena relati-
vamente muy pequeiias, estas zonas tienen compa-
rativamente una alta varianza, y tienden a aparecer
muy brillantes o muy oscuras, si el nimero de fo-
tones no es lo suficientemente alto. Véase la figura 1
(izquierda).

Figura 1: Photon Maps (izquierda) y DETP (derecha)
2.1. Estimacion de densidades en el plano tangente
Un método que evita la alta varianza de Photon
Maps mencionada en la seccién anterior, consiste en
guardar los rayos y usar un disco de tamaiio fijo cen-
trado en el punto donde se calcula la irradiancia y
que estd contenido en el plano tangente a la superfi-
cie. Los rayos que intersecten un disco dado se usan
para calcular la irradiancia en el punto central[13].
El algoritmo se llama estimacién de densidades en
el plano tangente (DETP). Nétese que este algorit-
mo guarda la trayectoria de los fotones (origen, di-
reccién y punto de impacto), a diferencia de Pho-
ton Maps. Véase la Figura 2. Para evitar sombras
propias en superficies concavas, se usa la segunda
interseccion del rayo con la escena en lugar de la
primera. Este método usa discos de radio fijo[13]

Figura 2: Estimacion de densidades en el plano tangente

El algoritmo compensa de forma 6ptima entre
exactitud y varianza cuando el radio del disco es
del orden de magnitud de la mitad de la distan-
cia entre muestras de irradiancia. Si el radio del
disco fuera mas pequefio, los rayos que intersecan
el plano tangente cerca del punto medio entre dos
muestras de irradiancia se ignorarian. Si fuera mas
grande, las intersecciones se usarian para varios cél-
culos, creando un suavizado artificial.

2.2. Caché de esferas

La limitacién de DETP es que el nimero de inter-
secciones rayo-disco es alto, por lo que aumenta el
tiempo de computo. Para evitar esto, es posible usar
la caché de esferas[13].
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La caché de esferas consiste en crear una jerar-
quia de esferas de radio decreciente y guardar los
rayos que intersecan cada esfera para disminuir el
ndmero de tests de interseccién rayo-disco.

Primero, se crea una esfera tangente a la caja en-
globante de la esfera. Esta esfera interseca todos los
rayos.

Después, como se ve en la figura 3, se crean es-
feras de radio decreciente unas dentro de otras (la
razén entre el radio de dos esferas consecutivas es
un pardmetro llamado Q), hasta que el radio esta
justo por encima del radio del disco.

Cada esfera tiene una estructura de datos asocia-
da que contiene los rayos que interseca dicha esfera.
Estos rayos se calculan intersecando la esfera con
los rayos de la esfera inmediatamente superior.

El primer punto en el que se ha de calcular la irra-
diancia se usa como el centro de las esferas. Por tan-
to, el primer disco esta en la esfera interna. La irra-
diancia se puede calcular comprobando qué rayos
de la esfera interna intersecan el disco, y sumando
su energia. El nimero de intersecciones rayo-disco
se reduce claramente.

Para el resto de puntos, si el disco centrado en
el punto estd dentro de la esfera interna, el disco se
interseca con los rayos de esta esfera. En caso con-
trario, se descarta la esfera y se comprueba el resto
de esferas hasta que una contenga el disco. En ese
momento se recalcula la jerarquia de esferas, usan-
do el punto como centro. Véase la figura 3 derecha.
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Finalmente, el disco se interseca con los rayos
de la esfera interior, del mismo modo que si no se
necesita recalcular ninguna esfera.

Ordenacion de puntos. El rendimiento de la
caché de esferas depende de la coherencia espacial
de los discos, ya que esta coherencia permite reusar
las esferas. [13] contiene un algoritmo que reordena
los puntos para incrementar la coherencia espacial.
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El algoritmo transforma las coordenadas de los
puntos en tres enteros sin signo de 16 bits, de mo-
do que la caja englobante de la escena va de O al
méaximo valor representable en cada coordenada.
Los puntos se ordenan con la siguiente funcién de
comparacién: Para dos puntos A y B, se comprue-
ba el bit mds significativo (MSB) de la coordenada
X de A con la de B, después el MSB en Y y el Z.
Después se comprueban los siguientes bits, en or-
den. En cuanto uno de los bits sea menor, el punto
se considera menor.

2.3. Indexacion de discos

La técnica de indexacién de discos crea una in-
dexacién espacial con los discos de la escena. Pos-
teriormente, los rayos atraviesan el indice espacial
afiadiendo su contribucién a los discos que interse-
can. Véase la figura 4. El rayo sélo ha de seguirse
hasta la primera interseccién con la escena real (o la
segunda si hay superficies concavas). El indice es-
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Figura 4: Indexaci6n de discos

pacial debe ser capaz de guardar discos y calcular
eficientemente todas las intersecciones con un seg-
mento (los extremos del segmento son el origen del
rayo y la interseccién con la escena real). Todos los
algoritmos publicados pueden hacerlo.

Hay estudios de las caracteristicas de la escena
que hacen que unas indexaciones espaciales sean
mads eficientes que otras[8]. Otros estudios usan una
simulacién rdpida con pocos rayos para elegir el
método de indexacién mds apropiado[9, 18]. Ya que
la posicion de los discos sigue la superficie de los
objetos, esta investigacion es aplicable a esta técni-
ca también.

Este método tiene mds rendimiento que la caché
de esferas cuando los discos tienen un radio que
es del orden de magnitud de la distancia media en-
tre puntos en que se calcula la irradiancia. En otras
situaciones, la caché de esferas es mejor. Los de-
talles estdn en la seccion 3.



36

La profundidad méxima de la indexacién espa-
cial debe ajustarse al cambiar el tamafio del disco,
ya que al crecer los discos, se cortan entre si. Dividir
un voxel crea voxels donde la mayorfa de los discos
pertenecen a todos los voxels hijos. Esto hace que el
tiempo de interseccion con los hijos sea mayor que
con el voxel original.

Para ilustrar el problema, imagine que queremos
calcular la irradiancia en cada uno de los vértices
de la malla de la figura 5 (recuerde sin embargo que
DETP es independiente de geometria). Hay un dis-
co centrado en cada vértice de la escena. Al crecer
el disco, se nota que una particiéon del espacio no
ayuda.
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Figura 5: Discos en una malla tipica

3. Comparacion empirica entre la caché
de esferas e indexacion de discos

Todos los algoritmos descritos en las secciones an-
teriores han sido implementados en nuestro sistema
de rendering. El sistema calcula la irradiancia en los
vértices de la escena, aunque DETP puede calcular
la irradiancia en cualquier punto de la superficie.

La primera escena de prueba puede verse en la
figura 6. Tiene 72 500 tridngulos, y la llamaremos
la primera escena con drbol.

La segunda escena con 4rbol es un tipo distinto
de 4rbol y suelo, con tridngulos mayores (Figura 8).

Usaremos un drbol BSP alineado a los ejes[20]
en los primeros ejemplos de la seccidn, y un octree
en la comparacién siguiente, mds exhaustiva. Se
eligieron esas técnicas porque dan buen rendimien-
to en la fase de fotosimulacién.

Los resultados de tiempos para el arbol BSP se
ven en la figura 7. En este articulo, todos los tiem-
pos estdn en segundos.

Sesion 2

Figura 6: Primera escena con arbol, 10 000 fotones

Ray Cache, 10000 photons —
40  Disc Index, 10000 photons
Ray Cache, 20000 photons
35 t Disc Index, 20000 photons

00.01 0.015 0.02 0.025 003 0035 0.04
Figura 7: Tiempo en segundos del cdlculo de irradiancia
usando la caché de esferas y la indexacion de discos para
la primera escena, en funcién del radio del disco

La longitud de las aristas de los tridngulos del
suelo es el 2 % de la longitud de la escena, y las del
arbol el 1 %. Es facil ver que para tamafios de disco
por debajo del 4 % de la escena, la indexacién de
discos es mds rdpida que la caché de esferas.

Para 20 000 fotones, los resultados sélo son
mejores para tamafios del 1 % y 2 %.

Esta grifica muestra cémo el rendimiento de la
indexacion de discos disminuye al aumentar el drea
de los discos. En la segunda escena, los resultados
son mejores usando discos mds grandes ya que el
tamafio de los tridngulos ha aumentado.

Figura 8: Segunda escena con drbol, 20 000 fotones
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Para discos grandes, una divisién espacial muy
fina no es util, ya que hace que los rayos interse-
quen repetidamente con cada disco al atravesar la
estructura, como se vio en la figura 5.

Para comparar las técnicas con mds detenimien-
to, se hicieron una serie de pruebas con la primera
escena. Se midi6 el tiempo usando las distintas
combinaciones de radio del disco de DETP (entre
1% y 16 %), profundidad maxima del octree (en-
tre 5 y 8 niveles) y nimero de fotones (entre 100 y
409 600).

Los tiempos son lineales para la indexacién de
discos con octrees de distintas profundidades. La
caché de esferas también es lineal, aunque el tiempo
es ligeramente mejor que lineal cuando hay pocos
rayos, debido a que los rayos de la esfera inter-
na caben en la caché del procesador. De acuer-
do con los experimentos realizados, la diferencia
en rendimiento entre la caché de esferas y la in-
dexacién de discos depende basicamente de larazén
de la distancia entre discos (Ax) al radio del disco
(d). Sillamamos X a este nimero, X = % y recor-
dando que el rendimiento de los algoritmos cam-
bia suavemente con este nimero y por tanto las di-
visiones son difusas, se pueden reconocer tres re-
giones.

e La primera corresponde a X < 2, en la que la
indexacién de discos es mejor que la caché de
esferas. La diferencia es mds importante cuan-
to mds pequefio sea el radio del disco.

e La segunda corresponde a X > 6, en la que la
situacion es la contraria.

e La tercera es la situacion intermedia 2 < X <
6. En este caso, si los rayos de la esfera interna
caben en la caché del procesador, la caché de
esferas es mds rdpida por la coherencia de este
algoritmo. En caso contrario, la indexacién de
discos es mds rdpida, ya que el rendimiento de
la caché de esferas para cada rayo disminuye.

La figura 9 da el rendimiento de las técnicas para ca-
da caso. En una tercera escena mas compleja, que
puede verse en la figura 10, la indexacion de dis-
cos obtuvo mejoras en tiempo hasta de un 50 %. En
esta escena, la distancia media entre vértices es de
0.013 y el radio del disco 0.01; Ax/d=1.3, por tanto
estamos en la primera zona.

Como resumen, es de destacar que el rendimiento
de la indexacidn de discos baja mds rdpido que el de
la caché de esferas cuando crece el tamafio del disco
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RC Rayos caben en cache

DI Rayos no caben en cache *

RC Rayos no caben en cache __.-=% -

100 | ET =

0 1 2 3 4 5 6 7 8
Figura 9: Zonas en que cada técnica es optima. Tiempo en
funcién de %

Figura 10: Patio grande (122 318 tridngulos)

y que la memoria usada por la indexacién de discos
crece muy rapido al crecer el tamafio del disco, lo
que impide usarlo para tamafios grandes de disco
y que para radios muy pequeflos, la indexacién de
discos con la mayor profundidad siempre es mejor
que la caché de esferas. También hay que tener en
cuenta que se debe disminuir la profundidad de la
indexacion espacial al crecer el radio del disco.

4. Estudio tedrico de la caché de esferas y
la indexacién de discos
Estos algoritmos tienen la misma técnica de es-
timacién de densidades (DETP). Por tanto, para
cualquier escena y conjunto de rayos, calculardn la
misma solucién (aunque tardaran tiempos diferen-
tes). En este caso, los algoritmos pueden comparar-
se calculando el tiempo de cémputo en funcién del
tamafio de la escena (nimero de discos y tamafo)
y del nimero de rayos. De los cuatro algoritmos
(DETP basica, caché de esferas, ordenacién de pun-
tos y indexacién de discos), sélo se usan la orde-
nacién de puntos y la indexacion de discos ya que
tienen mayor rendimiento. La notacién usada se re-
sume en la Tabla 1. La eficiencia de DETP bdsica
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claramente es O(ngnp). Para la caché de esferas sin
ordenacién de puntos hemos de suponer una dis-
tribucién uniforme de puntos para calcular la irra-
diancia. Esto hace que la caché de esferas no obten-
ga mejoras en el tiempo. Se puede demostrar que
el algoritmo es O(ngnp), con una constante oculta
ligeramente superior a la unidad. La eficiencia de
los otros dos algoritmos se discute en detalle en las
siguientes secciones.

Para extender la comparacion a otras técnicas de
estimacion de densidades (como Photon Maps), se
debe afadir un estudio de varianza y error, y com-
parar el tiempo de computo en funcién del error o
la varianza.

Un estudio asintdtico del rendimiento de los al-
goritmos en el caso promedio es util para probar
la escalabilidad. Las variables del estudio son el
ndmero de cdlculos de irradiancia (complejidad de
la escena) y el niimero de rayos (complejidad de la
iluminacién).

Para calcular el tiempo promedio de los algo-
ritmos mencionados en las secciones anteriores es
necesario una estimacion del nimero de intersec-
ciones rayo-disco, que dependen de la distribucién
de los rayos. Supondremos una distribucién uni-
forme de rayos en el espacio, y calcularemos la me-
dida del conjunto de rayos que intersecan un volu-
men finito. Esta suposicién no realista es esencial
para obtener férmulas matematicas para la proba-
bilidad de interseccién. Es una suposicion comiin
[1, 2], también usada implicitamente en [17], que
funciona bien en la prictica.

Para integrar, necesitamos una medida para el es-
pacio de rayos que sea invariante bajo rotacién y
translacién. Esto significa que todas las posiciones
y direcciones son igualmente importantes. La medi-
da se llama yy en [2] y permite definir la densidad
de los rayos; se usa implicitamente en las siguientes
secciones.

4.1. Tiempo promedio usando la caché de esferas con
ordenacion de puntos

Para calcular la fraccién promedio de rayos que in-

tersecan una esfera, usaremos algunos resultados de

geometria integral. La seccién II1.14.2 del libro de

Santal6 [19] tiene férmulas utiles.

Sean Ky, K| conjuntos convexos en Ej (el es-
pacio euclideo de dimensién n) tal que K; C Kj.
La probabilidad de que un r-plano L, (r=1,...,n-1),
elegido de acuerdo con una distribucién aleatoria

Sesion 2

Cantidades relacionadas con rayos

R Conjunto de rayos

nr=#R Niuimero de rayos

Cantidades relacionadas con esferas

S={S;} | Conjunto de esferas

ri Radio de S;

ri=ri-1Q =roQ'

Vi= %Ttr? Volumen de §;

m; Numero de recalculos de la esfera S;
con ordenacién de puntos.

k Nimero de esferas

Cantidades relacionadas con el tiempo

u Tiempo de interseccién Rayo-Disco

t Tiempo de interseccién Rayo-Esfera

Tr Tiempo para recalcular las esferas
con ordenacion de puntos

T Tiempo de interseccion disco-esfera
interna

Otros simbolos

0<Q<1 Razon de radios entre dos esferas

P={P;} | Conjunto de muestras de irradiancia

np = #P Numero de muestras de irradiancia

d Radio del disco

Cuadro 1: Simbolos usados en el articulo

invariante bajo rotacion y traslacién, que corta a K
también corte a K es:

DL (K £0) = M,_1(9K1)

M, _1(9Kp) M
donde JK es el contorno de Ky M, _; son las inte-
grales de curvatura media.

Especializando para n = 3 (espacio tridimensio-
nal), siendo K la primera esfera, K la esfera inte-
rior y r = 1 (hiperplanos de una dimensién: lineas)
la probabilidad resultante es:

Mo (9K,)
p(LoNK; #0) Mo(9Ko) @3]

Para cuerpos convexos K de E3, las integrales de
curvatura media son My = F (4rea de dK), como
dice la seccién 111.13.6.(g) de [19]. Por tanto,

F 47tri2
p(LoNK; #0) = R~ il 3

Si la distribucién de rayos es uniforme, el nimero
de rayos que interseca la esfera interior es indepen-
diente de la posicién de la misma, y es proporcional
al cociente del cuadrado del radio de las esferas.

El nimero de rayos que intersecan S; es entonces:

2
ni = ng't = ngQ” )
"o
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El coste de recalcular la esfera S; una vez es el
nimero de rayos en la esfera envolvente por el tiem-
po de interseccidn rayo-esfera.

ti = tnj_| )
donde ¢ es el tiempo de interseccion rayo-esfera. La
esfera 0 nunca se recalcula, porque todos los discos
estan contenidos dentro.

Ahora averigiiemos cudntas esferas hay. Las es-
feras se crean con un radio decreciente hasta que el
radio de la esfera estd justo por encima del radio del
disco (i.e. el radio de la siguiente esfera serfa menor
que el del disco).

Sea k el numero de esferas. Para calcular k, usare-
mos d como el radio del disco. Recordemos (Sec-
cién 2.2) que el cociente entre radios de dos esferas
adyacentes es Q, y que las esferas se construyen
hasta que su radio estd justo por encima del radio
del disco d. k deberia por tanto satisfacer las si-
guientes ecuaciones:

n=0>d ; ny<d (6)

Por lo tanto & se puede calcular asi:

@) o

El coste de intersecar el disco con los rayos de la
esfera interna, 77, es:

Ty = ungnp = ung Q™ np = ®)
2+ [logy( L) §
unpngQ”" =¥ 0 S unpng = C)]
T
0

Dado que la caché de esferas no es util a no ser
que la localizacién de los puntos en que se calcula
la irradiancia sean coherentes, una curva que rellena
el espacio se usa para ordenar los puntos. Este algo-
ritmo usa la curva de Lebesgue.

El algoritmo de ordenacién divide el cubo en
celdas. Cada celda tiene una coordenada X, Y y Z
con 16 bits cada una. Estas 3 coordenadas se conca-
tenan para formar un niimero de 48 bits. Una fun-
cién reordena los bits del nimero de la siguiente
forma: los 3 bits menos significativos de cada coor-
denada corresponde con los 3 bits menos significa-
tivos del nuevo nimero, y se repite el proceso hasta
llegar al bit mds significativo. Un ejemplo con 3 bits
por coordenada seria:

248

e Original: x2x1X0y2Y1Y0222120

e Reordenado: xy220x1Y121%0Y020
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Ahora las celdas se visitan desde 0 hasta 248 — 1.
Cambiar los tres bits menos significativos signifi-
ca mover el objeto como mdximo la diagonal de
las celdas, 2 % v/3 * 2716, y como minimo la arista
de las celdas, 2 * 2716 Una esfera con un radio de
ese orden de magnitud se recalcularia aproximada-
mente 2*® veces. Es f4cil ver que una esfera de radio
271y se recalcula 2*" veces. Por tanto, ya que:

ri=0r=2"Tr (10)
m= —log, 0 1n

la esfera S; se recalcula m; = 23*(~108Q) — =3
veces.

Este es el mdximo de veces que se reconstruye la
esfera, y es independiente del nimero de puntos en
que se calcula la estimacion de densidades. Hay un
limite independiente del mdximo niimero de veces,
dado por el niimero de puntos de irradiancia. La es-
fera S; se recalcula como méaximo np veces. El coste

de recélculo en este caso es:
k

g = Z min(np7m,-)t,- (12)
i=1
y el coste total es:
T=Tp+T; 13)

T puede usarse para averiguar qué Q debe usarse.
Vea las figuras 11, 12 y 13. La figura 11 muestra
el coste de recalcular las esferas por rayo. (i.e. 1
significa ng intersecciones, equivalente a no opti-
mizar), en funcién del radio del disco y Q. Un Q
pequefio crea pocas esferas, asi que el tiempo es pe-
queio. El radio del disco influye en la longitud de
la lista de esferas, pero las esferas mds pequefias
tienen muy pocos rayos y por tanto afiaden poco
tiempo, asi que las diferencias en tiempo son pe-
quenas.

La figura 12 da una grifica del tiempo de in-
terseccion de los discos con los rayos de la esfera
interna. Este tiempo sélo depende del radio de la
esfera, que depende de Q: el radio es r; tal que
e = roQk > dyri4+ <d.Lagréfica muestra que hay
un infinito nimero de Q 6ptimos. Sin embargo, si la
inestabilidad numérica hace que sea dificil obtener
los valores minimos, Q deberia estar tan cerca como
sea posible de 1.

Un Q alto da esferas internas que envuelven
firmemente a los discos, aunque el nimero de recdl-
culos es alto. Un Q bajo hace que los discos ten-
gan mds espacio alrededor; habrd muchos rayos en
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la esfera interior y aumentard el tiempo de célculo.
Los picos de la gréfica corresponden a esferas inter-
nas que envuelven perfectamente a los discos, i.e.,
d = r;. Los minimos locales de la funcién tienen
el mismo valor, que se corresponde con el tiempo
para intersecar a los rayos en una esfera de radio d:
2

ung ‘ri—g .

La figura 13 muestra la integracién de las dos
gréficas anteriores. Tiene forma de U, como era de
esperar de las graficas componentes, y muestra c6-
mo cambiar el radio del disco hace que el valor 6p-
timo de Q cambie suavemente para crear una esfera
interna que envuelva el disco. Cuando Q se acerca a
1, el nimero de esferas aumenta exponencialmente
y el tiempo sube asintSticamente a infinitoen Q =1,
que significa un ndmero infinito de esferas.

La figura muestra que 0,6 — 0,7 es un buen com-
promiso, porque estd por debajo de 1 en la figura 11
y cerca del punto donde la pendiente se vuelve im-
portante, y el valor en la gréfica de la figura 12 tam-
bién es bastante bajo. El resultado es coherente con
experimentos practicos[13].

Recalculation Time s
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Figura 11: Numero de recdlculos de la caché de esferas en
funcién de Q y el radio del disco
Time
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Figura 12: Tiempo de interseccion del disco con los rayos
de la esfera interna, en funcién de Q

o o o o

Q

Se vio antes que para un np lo suficientemente
grande, el nimero de recalculos es fijo y el tiempo
s6lo depende de ng.

El tiempo para intersecar los discos en la esfera
interna, por el contrario, depende tanto de ng como

Sesion 2

8000
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{3000

|~ “Recalculations
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Figura 13: Tiempo de recdlculo de la caché de esferas en
funcién de Q y el radio del disco

de np y es por tanto O(ng np). La constante ocul-
2

eficiente en la prictica.

Si el radio del disco es aproximadamente igual
a la distancia entre muestras de irradiancia, que es
deseable de acuerdo con la seccién 2.1, se puede
probar que la eficiencia del algoritmo aumenta.

Supongamos que el radio del disco es aproxi-
madamente igual a la distancia entre muestras.

Para np pequefio (para no llegar al limite de recdl-
culos), ya que el radio del disco es aproximada-
mente la distancia entre muestras,

kzlogQ(\B/ian) =logy v/np (14)
donde 0 = é,yaque0< o<1
Ahora, para calcular el orden de eficiencia del al-
goritmo, se muestra el valor de algunas cantidades
importantes, y finalmente se expande el tiempo del
algoritmo completo y se calcula la eficiencia. El
valor de n;, el nimero de rayos en la esfera i:

ta, puede hacer que este algoritmo sea bastante

ni = ngQ” (15)
El tiempo para recalcular la esfera i es:

ti=1ng Q2 (16)
El nimero de recélculos de la esfera i:
mi=Q (17)
El tiempo para recalcular la esfera i para todo el al-
goritmo es:
miti=tng Q' (18)
Finalmente, el tiempo del algoritmo completo es
por tanto:

k 3 —1
i=1
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4.2. Indexacion de discos

El didmetro del disco es un tamafio minimo util para
los voxels en la técnica de indexacién de discos. Ya
que la indexacidén de discos se puede usar con dis-
tintas técnicas de indexacién espacial, el orden de
complejidad depende de la técnica usada. Sin em-
bargo, en [17] se prueba que el orden de compleji-
dad es el mismo para un grid, un drbol binario y un
octree. En [21] se estudia la complejidad media de
ray tracing para otras técnicas. La evidencia sugiere
que la mayoria de las técnicas de indexacién tienen
el mismo orden de eficiencia en el caso promedio.
Usaremos un octree como técnica de indexacién en
nuestro andlisis dadas sus prestaciones en escena-
rios genéricos.

El tamafio relativo del lado de un voxel a profun-
didad k con respecto al lado de la escena completa
es2! 7k si fijamos el didmetro del disco como lado
del voxel mds pequefio, obtenemos:

2tk =24 (20)
k=|—log,d] @21
Hay por tanto 8% voxels. Una distribucién uniforme
de las muestras de irradiancia significa que hay
np/ 8% muestras por voxel, y por tanto, el tiempo
de interseccion entre un rayo y un voxel es np u/ gk,
Como cada rayo atraviesa una linea de voxels @k
voxels) y el origen se encuentra recorriendo el ar-
bol (k pasos), el tiempo promedio para este método
es: T =ukng np/4* 22)
Si el tamafio de voxel es similar al del dis-
co, k = O(log, /np). El algoritmo es por tanto
O(ng/nplognp).

Si usamos una estructura de particién espacial
balanceada, de acuerdo con [1], llegar a un nodo ve-
cino puede hacerse en O(1). Entonces el rendimien-
to de la indexaci6n de discos queda O(ng/np).

La eficiencia es mayor que el O(ngnp) de la
caché de esferas para np altos. Para np pequefios,
en que la distancia entre muestras de irradiancia es
similar al radio del disco, la eficiencia es la misma
que la de la caché de esferas.

5. Conclusiones

De acuerdo con el estudio empirico de las técnicas,
la raz6n entre la distancia media entre vértices y el
radio de los discos define zonas en las que los algo-
ritmos son adecuados. La indexacién de discos es
Optima si esta razén es menor que 2; la caché de
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esferas es Optima si la razén es mayor que 6. En
la zona intermedia la caché de esferas es mejor si
los rayos de la esfera interna caben en la caché del
procesador. Un algoritmo 6ptimo universal calcu-
larfa esta razén y el numero medio de rayos en la
esfera interna y elegirfa la mejor técnica en funcién
de estos datos.

Los resultados del estudio tedrico son la de-
mostracién de que DETP badsica y la caché de es-
feras son O(ng np), y que la caché de esferas con
ordenacién de puntos, aunque O(ng np), tiene una

2 .,
constante oculta proporcional a ‘:—2 (la fraccion de

rayos en una esfera cuyo radio es Oel de los discos),
que hace que el algoritmo sea bastante rdpido en la
practica. Para escenas pequenas, este ultimo algo-
ritmo puede probarse que es O(ng</np). También
se ha demostrado que el factor de radios debe estar
entre 0.6 y 0.7.

Indexacién de discos es O(ngy/nplognp) para
arboles no balanceados y O(ng+/np) para balancea-
dos.

6. Trabajo futuro

Planeamos usar el benchmarking BART [15] en
el estudio empirico para estudiar la frontera entre
las distintas zonas de utilidad de cada algoritmo.
Hay que hacer mds estudios de otros algoritmos
relacionados con estimacién de densidades en el
plano tangente, como Radio Variable[14], que per-
mite que el tamafio de los discos cambie en fun-
cién del nimero de rayos en las cercanfas (como
hace Photon Maps). Los mapas de rayos para ilu-
minacién global propuestos por Havran et al[7] es
otra optimizacién independiente que merece la pe-
na estudiar. El estudio que se propone en este tra-
bajo deberia usarse como base para estimacion au-
tomdtica de pardmetros en DETP. Finalmente se de-
berian estudiar modelos de distribucién de muestras
de irradiancia y rayos mads realistas.
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